FIUBA 2020 61.07 Matematica Discreta 81.11 TP1

1. (=) La funcidn proposicional del argumento x escrita como p(z) se convierte en una proposicién p(a) cuando al argumento
x se le asigna un valor fijo a, tomado de un conjunto de referencia llamado I. Al conjunto de valores de a € I para los que
la proposicién p(a) es verdadera se le llama conjunto de veracidad de la funcién y se lo designa con P, y la proposicién
que queda asi definida se designa por p.

(a) Escribir y representar las relaciones entre los conjuntos de veracidad correspondientes a la negacién p’ (se lee no p),
la disyuncién p+ g (se lee p o q), la conjuncién pq (se lee p y q), el condicional p — ¢ (p es condicién suficiente para
g, si p entonces ¢, ¢ si p, p solo si g, g es condicién necesaria de p), su reciproca ¢ — p (g es condicién suficiente
para p, si g entonces p, p si ¢, ¢ solo si p, p es condicién necesaria de ¢), la equivalencia p ++ ¢ (p es una condicién
necesaria y suficiente para ¢, p si y solo g, abreviado p sii q).

(b) Explicar la estructura légica de un teorema de la forma h = t y su prueba. Dar un ejemplo.

& (Resp. parcial) El conjunto de veracidad de la negacién debe ser precisamente el complemento del I
conjunto de veracidad de la original, de modo que la funcién proposicional p’(z) debe tener a P’ (el
complemento de P) como conjunto de veracidad. Esta correspondencia natural se expresa diciendo que
a la proposicién p’ le corresponde el conjunto de veracidad P’ debiéndose entender que el conjunto de
veracidad se predica de la funcién proposicional y no de la proposicién misma. En la figura, la zona
sombreada es el conjunto de veracidad.

El conjunto de veracidad de la disyuncién debe ser precisamente la unién de los conjuntos de veracidad de
la original, de modo que la funcién proposicional (p+¢)(z) debe tener a P+ @ como conjunto de veracidad.
Observacidon: al simbolizar con 4+ tanto el habitual V de la disyuncién como el U de la unién se enfatiza la
unidad de la correspondencia de p+ ¢ con P + @Q; debe recordarse que en castellano la disyuncién o (como
en el latin vel, de donde proviene el simbolo V) es siempre incluyente.

El conjunto de veracidad de la conjuncién debe ser precisamente la intersecciéon de los conjuntos de ve-
racidad de la original, de modo que la funcién proposicional (pq)(z) debe tener a PQ como conjunto de
veracidad. Observacidn: al simbolizar con - (jy omitirlo!) tanto el habitual A de la disyuncién como el N
de la interseccién se enfatiza la unidad de la correspondencia de pg con PQ.

Dado que el condicional (p — q) es, por definicién p’ + ¢, su conjunto de veracidad debe ser precisamente
P’ + Q. Observacion: El conjunto de falsedad es PQ’, que es el de veracidad de la negacién (p — q)’ = pq’.
;Cémo se colorearia el gréfico con la contraria p’ — ¢', también llamada opuesta? ;El conjunto de veracidad
de la contraria es el complemento del conjunto de veracidad de la original?

Dado que el condicional (¢ — p) es, por definicién p + ¢’, su conjunto de veracidad debe ser precisamente
P+ Q'. Observacién: el conjunto de falsedad es P'Q, que es el de veracidad de la negacién (¢ — p)’ = p'q.
Colorear la contraria de la reciproca ¢ — p’, también llamada contrarreciproca y comprobar que resulta el
mismo esquema que la original p — q o en otras palabras, son equivalentes, esto es que (p — q) <> (¢’ — p').

La equivalencia p <+ ¢ dice que las proposiciones deben tener el mismo valor de verdad, de modo que o bien
ambas son verdaderas o bien ambas son falsas, de donde el correspondiente conjunto de veracidad debe ser
PQ + P'Q’. Observacion: considerando las representaciones precedentes de la original y la reciproca, los
sombreados hacen visualmente evidente que (p <+ q) + (p — q)(¢ — p).

Al escribir h = t se afirma la validez del condicional h — t, o dicho de otra manera, se asegura que no se da
el caso de que h — t sea falsa; observando el esquema del condicional, esto sucede si es vacia la zona HT" lo
que se tiene con H C T, de donde una prueba de la implicacién consiste en mostrar que todo lo que cumple
h cumple t. Por ejemplo, el teorema que afirma que la continuidad de una funcién es condicién necesaria

O D)@ |C

de su diferenciabilidad queda probado cuando se asegura que el conjunto de las funciones diferenciables es
un subconjunto de las continuas.

Se reserva la implicacion h = t para indicar que se afirma que la condicional h — t es verdadera y entonces decir h implica t es
una abreviatura de afirmo que h — t es verdadera. En simbolos, h = ¢ significa F (p — ¢). Estrictamente hablando, si p entonces
q debe distinguirse de p implica ¢ (no todos los textos guardan esta conveniente distincién).
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2. (=) Las siguientes afirmaciones referidas a conjuntos son todas falsas (advierten de la invalidez de la cancelacién).

Probarlo y graficar una visualizacién de las pruebas.
(a) P+ Q=P = Q= ¢ (yla correspondiente p+ ¢ =p = g =F)

(
(c) P+Q=P+R= Q=R (ylacorrespondiente p+g=p+r=q=r)

)
b) PQ =P = Q =1 (y la correspondiente pg =p = q=T)
)
(d) PQ =PR= Q=R (y la correspondiente pg = pr = g =)

& (Resp. parcial) En (a) dados dos cualesquiera ¢ # Q C P y entonces se (a) es falsa I (b) es falsa I

tiene que P+Q = P, Q # ¢, lo que prueba que la negacién de la afirmacién
es verdadera (y entonces falsa la afirmacién). Observar en detalle: Se afirma
que dados dos cualesquiera conjuntos P, Q) que cumplen P + @ = P, nece-
sariamente debe ser = ¢, lo que se niega precisamente exhibiendo dos

Y
‘

conjuntos, como por ejemplo los subconjuntos de N, P = {1,2},Q = {1}
que cumplen que P + @Q = P y sin embargo Q # ¢. P+Q=PQ+#¢ PQ=PQ#I

(c) es falsa I (d) es falsa I
En (c), dados dos cualesquiera conjuntos Q # R , definiendo P como P
cualquier conjunto que incluya a @+ R se cumplird que P+Q = P = P+ R;

por ejemplo los subconjuntos de N, @ = {1}, R = {2} y P = {1, 2} cumplen &

que P+ @Q = P+ Ry sin embargo Q # P. Luego, (c) es falsa.

@

P+Q=P+RQ#R PQ=PR,Q#R

. (—) La funcién légica de Sheffer, denominada usualmente no-y (NAND) se simboliza por 1y se define por p 1 ¢ def (pq)’.

La funcién de Peirce, denominada usualmente no-o (NOR) se simboliza por | y se define por p | ¢ e (p+q). Cada
una de estas dos funciones posee la importante propiedad de la completitud funcional, esto es que cualquier otra funcién
légica puede escribirse exclusivamente con un solo sfmbolo ( el simbolo 1 o el simbolo | segin el caso); por ejemplo, eso
resulta evidente con las negaciones: p' =p 1 p,p' =p | p.

(a) Representar los correspondientes conjuntos de veracidad de cada una de las dos funciones.

(b) Probar que ninguna de las dos operaciones es asociativa, esto es que no se cumple que para toda terna de proposi-
ciones p,q,7 sea (p1¢) Tr=p7 (¢7Tr)nitampoco (plq)lr=pl(glr).

N
P

& (Resp. parcial) Alcanza con las definiciones de las funciones de Sheffer y Peirce y
lo establecido antes respecto a las correspondencias con los conjuntos de veracidad

para las representaciones de cada una, como en las figuras de la derecha. Observar ‘ ‘
que si se hace coincidir p con ¢ se tiene un sombreado correspondiente a la negacién.

(pta)tr pT(atr)
Sean p,q,r con valores de verdad v(p) = 1,v(q) = v(r) = 0. Para ﬁ Q
estras tres proposiciones es (explicar en detalle) v[(p 1+ ¢q) T r] =1 # ’ ’

0 =v[p 1 (¢ 17)], de modo que no se cumple la asociatividad. Las " "
figuras de la derecha(construirlas en etapas) ilustran lo mismo. ' '

Pl dr pl(gdr)
Sean p,q,r con valores de verdad v(p) = 1,v(q) = v(r) = 0. Para ﬁ 0
estras tres proposiciones es (explicar en detalle) v[(p | ¢q) | r] =1 # ’ ’

0 =v[pd (g )], de modo que no se cumple la asociatividad. Las s‘ ﬁ‘

figuras de la derecha(construirlas en etapas) ilustran lo mismo.
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4. (=) En el esquema de la figura se muestran los conjuntos de veracidad correspondientes a las proposiciones p, ¢ y las

cuatro regiones definidas en I. Determinar cada uno de los conjuntos de veracidad correspondientes a las siguientes
proposiciones. jCudntas proposiciones distintas pueden formarse con estas dos proposiciones simples?

& (Resp. parcial) (a)1,4;(b) 1,2,3;(c) 3;(d) 1,4; (e) 2,3,4; (f) ¢; (9) 1,2, 3. En total pueden formarse 16 proposiciones distintas, y
una forma de verlo es considerar cada proposicién como un vector (inico) de cuatro componentes, con 1 si la regién correspondiente
a la componente es parte del conjunto de veracidad, siendo 0 en caso contrario (por ejemplo la proposicién (a) se leerfa como 1010)
y como se tienen dos posibilidades (esto es 0 o 1) para cada uno de los cuatro casilleros del vector, en total hay 16 = 2* proposiciones.
Observacién: el vector de (a) se corresponde a la suma de productos PQ + P'Q’ y la correspondiente proposicién pg + p'q’ esté
escrita en su forma candnica de suma de productos; si, en cambio, se retienen las posiciones nulas del vector, se obtiene la misma
proposicién en su forma candnica de producto de sumas: (p+¢')(p' + q).

. (=) En el esquema de la figura se muestran los conjuntos de veracidad correspondientes a las proposiciones p,q,r y
las ocho regiones definidas en I. Determinar cada uno de los conjuntos de veracidad correspondientes a las siguientes
proposiciones. jCudntas proposiciones distintas pueden formarse con estas tres proposiciones simples?

(a) pq + pqr
(b) p'ar

(c) pegq I
(d p—>(q+7‘)

)

)

)
(€) (pg) =
(f)

)

)

)

f) p— (pq) %
(&) =g +(g—r) v
(h) (p+4q) = (¢ +7) *
) e +@eor)
() pe(g<)

& (Resp. parcial) (a) 1,2;(b) 5; (¢) 1,2,7,8;(d) 1,2,3,5,6,7,8;(e) 1,3,4,5,6,7,8; (f) 3,4,5,6,7,8;(9) 1,2, 3,4,5,6, 7,8; (Observar que
la proposicién (g) es entonces tautolégica) (h)1,3,4,5,7,8;()1,2,3,6,7,8;(5)1,4,6,7. En total pueden formarse 256 proposi-
ciones distintas, y una forma de verlo es considerar cada proposicién como un vector (dnico) de ocho componentes, con 1
si la regién correspondiente a la componente es parte del conjunto de veracidad, siendo 0 en caso contrario (por ejemplo la
proposicién (k) se leerfa como 10111011) y como se tienen dos posibilidades (esto es 0 o 1) para cada uno de los ocho
casilleros del vector, en total hay 256 = 2% proposiciones. Observacién: el vector de (h) se corresponde a la suma de produc-
tos PQR+ PQ'R+ PQ'R' + P'QR+ P'Q'R + P'Q'R’ y la correspondiente proposicién pqr + pq'r + pg'r’ +p'qr +p'q'r + p'¢'r’
estd escrita en su forma candnica de suma de productos; si, en cambio, se retienen las posiciones nulas del vector, se obtiene la
misma proposicién en su forma candnica de producto de sumas: (p' +¢ +7)(p+q + 7).

. Determinar los circuitos 16gicos que sean equivalentes (esto es que representen la misma proposicién compuesta), probar
la equivalencia y expresarlos en el lenguaje de las proposiciones que representan (los significados de las compuertas l6gicas
siguen la norma ANSI American National Standards Institute /IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers, Std
91/91a-1991). Graficar ademés los conjuntos de veracidad correspondientes a cada clase de equivalencia.
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& (Resp. parcial) Son equivalentes los siguientes pares de circuitos: (a,¢), (b,d), (e, f), (g,1), (h, j), (k,1). La equivalencia entre (a)
y (c) escrita como pg + pr = p(q + ), junto con la equivalencia entre (b) y (d) escrita como p+ qr = (p + ¢)(p + r) constituyen la
propiedad distributiva (distributividad del producto respecto de la suma, y su dual distributividad de la suma respecto del producto).
La prueba de que p+gr = (p+ ¢)(p +): el valor v(p+ gr) = 0 sii v(p) = 0,v(gr) = 0, y entonces v(p+ q) = v(q),v(p+r) = v(r),
asi que v[(p+q)(p+ )] =v(p+ Qu(p + r) = v(g)v(r) = v(gr), pero como precisamente es v(gr) = 0, queda que si v(p+gr) =0
entonces v[(p + ¢)(p + )] = 0. Por otra parte, v[(p + ¢)(p + )] = 0 sii v(p+¢q) = 0 0 v(p+r) = 0; si es lo primero, debe ser
v(p) = v(q) = 0, y entonces v(p+qr) = 0, mientras que si es lo segundo debe ser v(p) = v(r) = 0, y entonces también v(p+qr) = 0.
Reuniendo todo, es v(p + gr) = 0 sii v[(p + q)(p + )] = 0.

=
S

= i)

IS 3

i 3
H
2]
[y

j

La equivalencia entre (e) y (f) dice que p+ pg = p(p + q) = p y juntas constituyen la propiedad de absorcidn. La prueba de que
p+pg = p: siv(p) =1 es (por definicién de +) v(p+pg) = 1, mientras que si v(p) = 0 es (por definicién de + y de -)) v(p+pgq) = 0;
por otra parte, si v(p 4+ pg) = 0 debe ser (por definicién de +), v(p) = 0, mientras que si v(p + pg) = 1 entonces v(p) = 1 (pues de
no serlo, por definicién de +, serfa v(p + pg) = 1).

Las equivalencias entre (g) e (i) y entre (h) y (k), que se escriben, respectivamente, (p + q)’ = p'q’, (pq)’ = p’ + ¢’ constituyen las
llamadas leyes de De Morgan. La prueba de que (p+q)' = p'q": v(p + q)’ = 1 sii (definicién de ) v(p + q) = 0 sii (definicién de +)
v(p) = v(g) = 0 sii (definicién de *) v(p’) = v(q") = 1 sii (definicién de -) v(p'q’) = 1. Los conjuntos de veracidad se sombrean en
las figuras siguientes, para cada uno de los seis pares de circuitos equivalentes.

p(qg+7) =pg+pr p+agr=@+q(+r) p+pg=p=pp+aq)

S~ e

@

(pg) =p'+¢

»
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7.

(~) (Probability Logic). Una distribucién de probabilidad asigna ntimeros no negativos (que suman 1) a cada regién de
veracidad de las proposiciones p, ¢, tal como los indicados en la figura entre paréntesis. Determinar la probabilidad que
esta distribucion asigna a cada una de las siguientes proposiciones.

(a) pr g

(b) (q—>p)
(c) (pg) —
(d)p<—>p

(e) (p—aq) —q

& (Resp. parcial) (a)0.2; (b)0.2; (c) 0.9; (d) 0; (e) 0.9.

4(0.1)

(4) Probar las siguientes identidades del dlgebra de proposiciones usando las definiciones de la disyuncién (+4), la con-
juncién (- omitido), la negacién (). Interpretar las identidades en el dlgebra de conjuntos, considerando ahora las cor-
respondientes funciones proposicionales a p, ¢, 7, T, F con sus respectivos conjuntos de veracidad P, @, R, I, ), utilizando
para la unién (+), para la interseccién (-), para el complemento ().

plg+r)=pg+pr, p+ag=@+q(p+r)
p+p' =T, pp=F, F=T, T=F
(p+q) +r=p+(qg+7), (pg)r=plqr)
(r+q ' =p'q (pg) =p' +q'
p+pg=p, p(p+q) =p

a) Conmutativa p+ ¢ = q+p,

( Pq = qp ) Distributiva
(c) Neutros

(

(

(b
) p+F=p, pT=p (d) Complemento

e) Acotacion p+ T =T, pF=F (f) Asociativa

g) Involucién  (p’)' =p (h) De Morgan

(i) Idempotencia p+p=mp, pp=p (j) Absorcién

& (Resp. parcial) Absorcién: el valor de p + pq es 0 (por definicién de +) sii es 0 el valor de p y de pq. Pero si el valor de p es 0,
entonces pqg ya vale 0 (por definicién de -) de modo que p + pg vale 0 sii p vale 0, esto es que p + pq es p. La ley de complemento

para conjuntos queda escrita como P+ P’ =1, PP' = 0,0’ = I,I' = (. [Lo mismo, en otra notacién: PUP' =1, PN P ={].

Probar que el cardinal de B (esto es el conjunto de funciones f : A — B) es |B|l4l, y entonces que si B = {0,1}, hay
22" funciones f : B™ — B de n variables l4gicas. La siguiente tabla muestra las 16 = 2* funciones booleanas de n = 2
variables usando disyunciones amplias (+) o excluyentes (), conjunciones (-), condicionales (—), bicondicionales (++) o
negaciones (’). Escribirlas utilizando solo el juego completo (+, -, /).

fo | f3 f5

fe

fr

fs

fll

f12

f13

f14

fis

f16

pPt+q

pdg

p—4q

q—p

(pq)’

(r+a)’

P g

(p—q)’

(¢g—p)’

0

0

1

1

1

1

1

0

0

1

| olois

o|lo|o|o| =
—olo|olB =
s e
OOHH“@\E‘

= O = O
|~ olois
—| O = Ol
oo~

1 1 0
1 1 0 1
1 1 1

1 0 0 0 1
1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0

10.

& (Resp. parcial) A cada uno de los |A| elementos de A puede serle asignado cualquiera de los |B| elementos de B, y entonces las
asignaciones posibles son |B||B] ---|B| (esto es el producto de |A| veces el niimero |B|, que es |B|!4!); para el caso particular en
que el cardinal de B es 2 y A el producto cartesiano B™ de cardinal 2" queda que |BBn\ = 22" La funcién f1 puede escribirse
como fi(p,q) = pp’ y su negacién fo(p,q) = p+ p’; la funcién fs(p,q) = pg’ + p’q y su negacién fi4(p,q) = pq + p'q’; la funcién
fz(p,q) = p' + q y su negacién fi5(p,q) = pq’; la funcién fs(p,q) = p+ ¢’ y su negacién fis(p,q) = p'q (probar el detalle de estas
respuestas).

(+) El teorema de representacién asegura que el juego (+,-,’) es completo. Probar que también lo son cada uno de

los tres juegos de dos simbolos (+,"), (-,"), (—=,), y cada uno de los dos juegos de solo un sfimbolo (1), ({), siendo

ptqZ (pg), p { g (p + q)’ (equivalentes, respectivamente, a las compuertas légicas NAND y OR. Ejemplificar

la completitud escribiendo la funcién f7(p,q) = p — ¢ con cada uno de los juegos y representarla con el circuito l6gico
correspondiente.

& (Resp. parcial) Con (+,’) se puede ’fabricar’ el producto con pq = (p’ + ¢')’; con (-,’) se puede ’fabricar’ la suma con
p+q = (p'q); con (—,") se produce la suma con p+ g = p’ — q y el producto con pg = (p — ¢')’; con (1) se produce
la negacién con p’ = p 1 p, lasuma con p+q = (p 1 p) T (¢ T q), el producto con pg = (p 1 q) T (p T q); con () se
produce la negacién con p’ = p | p, el producto con pg = (p L p) | (¢ } ¢),lasumaconp+q=(p | q) L (p | q). Es
fip, ) =" +q=(¢) =p—=q=p1 (@19 =[pPlp Lql 4 p) | ¢. Los tres circuitos representados corresponden al
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11.

12.

13.

condicional utilizando el primero el juego (+, ' )=(OR, NOT), el segundo el juego (-, " )= (AND, NOT), el tercero el juego (1)=
(NAND).

p— p q‘—lﬁg

a=p"4+q

(—) Probar que las leyes de De Morgan se aplican a las operaciones (1) y (), esto es para cualquier par de proposiciones
p,q se verifica (p 1t q) =p' L ¢, (pd q) =p' 1 ¢ y representar los circuitos l6gicos que dan cuenta de tales equivalencias.

& (Resp. parcial) Se tiene que (p 1 q)' = ((pq)") =pqg = (p'+¢') =’ | ¢’ (la primera igualdad por definicién de 1, la segunda por
involucién de (), la tercera por De Morgan aplicada a la negacién de la disyuncién e involucién de (), la cuarta por definicién
de |). Por otra parte, (p | ¢)' = ((p+¢q)') =p+q=('q¢) =p 1 ¢ (la primera igualdad por definicién de |, la segunda por
involucién de (), la tercera por De Morgan aplicada a la negacién de la conjuncién e involucién de ('), la cuarta por definicién

de 1).

p plq) =p" 14 P Pt =p"1d
p1d pld % >o ><J }:‘ )o >o
q — q — q q

(=) Escribir cada una de las siguientes proposiciones compuestas en su forma normal disyuntiva;considerando ahora
correspondientes funciones proposicionales a p,q,r con sus respectivos conjuntos de veracidad P, (@, R representar en
diagramas de Venn el conjunto de veracidad correspondientes a cada proposiciéon compuesta y esquematizarla mediante
circuitos 16gicos con compuertas AND, OR, NOT. ;Hay algin par de proposiciones inconsistentes?

pla) < qr b p+q)—=pr (+a)(p+d)— P+q(p+r) (d) ((pq + pgr) — rq)’ (e) pg'r’

& (Resp. parcial) El diagrama de Venn representa
(sombreada) la regién de veracidad correspondiente p < qr
r (p+d) = pr=patpr a la proposicién (a) como resulta de su forma normal
disyuntiva pgr +p'qr’ +p'q'r+p’q’r’. El circuito rep-
resenta a (b). Un par inconsistente es (a), (d) puesto “’
p que no pueden ser ambas verdaderas: si vale (a), esto
es que p < qr, la proposicién (d) ((pg + pgr) — rq)’
es ((pg + p) — p)’, o lo que es lo mismo (absorcién)

q (p — p)’, que es T/ = F; otro par inconsistente: (a),
().
Escribir las formas normales (disyuntiva y conjuntiva) de cada uno de los siguientes conjuntos y representarlos en
diagramas de Venn (recordar que A — BY AR AeBY AB + A'B).

(@) Eo=(X+Y +2)— Z(X +Y) (b)Eb —(XaeY)Y®Z) (E=X-YZ (dE;=(X-Y)X®&Z)
()E.=X+(YZ—X) (f)Ef=(X+Y)(X -Y) (9)E,=XZ+XY'Z (h)Ep=(X —2)+ XYZ'
& (Resp. parcial) Las figuras representan lo pedido. Para construirlas posiblemente lo més sencillo es considerar solamente la
definicién de las operaciones entre conjuntos; ya una vez con ellas, las formas candnicas son inmediatas, bastard ’'sumar’ regiones

coloreadas para tener la suma de productos, y 'multiplicar’ las regiones sin sombrear considerando los complementos para tener el
producto de sumas.

(Ee =XY'Z'+ XYZ'+ X'YZ' + XY'Z=(X'"+Y' +Z)X' +Y+ Z)X+Y' + Z) (X +Y + Z)

BOE,=XY'Z4+XYZ = X'+Y' +Z)X+Y+Z)X+Y' +Z) X' +Y+2)(X'+Y' + 2) (X +Y + 2)
(OB =XYZ+XY'Z+XY'Z = X+Y+2)(X+Y+Z)VX+Y' + 2)( X' +Y' + 2)(X +Y' + Z')
(DEs=XY'Z = X'+Y' +Z)VX+Y+Z)VX' +Y+2) (X' +Y +2) (X +Y' + 2) (X +Y' + Z') (X +Y + 2)
(VEe=XY'Z'+ XYZ'+ XY'Z' + XYZ+X'YZ=(X+Y+Z)X+Y' +2) (X +Y + 2)

NEf=XY'Z' +XY'Z+XY'Z=X'+Y' +Z) X +Y+Z)X+Y' +2)( X' +Y' + Z2)(X +Y + 2)
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14.

15.

16.

(Ea) (Ev) (Ee) (Ea)

(Ee)

(Eq)

(—) Probar las siguientes implicaciones, vélidas para cualesquiera subconjuntos Py @ del conjunto I, y sus correspon-
dientes proposiciones asociadas.

() P+Q=0=>(P=0,Q=0), PQ=I=(P=1,Q=1I)
(b) p+q=F= (p=F,q=F), p=T=(p=T,q=T)

& (Resp. parcial) Para la prueba de P+Q = = (P = (), Q = 0) se prueba primero que P debe ser vacio: P = P+0 = P+(P+Q) =
(P+P)+Q = P+Q = 0 (la primera igualdad por ser @) neutro para +, la segunda igualdad por hipdtesis, la tercera igualdad por ser +
asociativa, la cuarta por la idempotencia de +, la quinta otra vez por hipétesis). La prueba de que @ deber ser vacio es esencialmente
la misma (detallar cada igualdad de la siguiente cadena): Q = Q+0 = Q+(P+Q) = Q+(Q+P) = (Q+Q)+P = Q+P = P+Q =0.
Dado que la segunda parte de la proposicién es dual de la primera, sirve la misma prueba cambiando () por I, y la suma por el
producto.

Observacidén. Una prueba menos abstracta (y mds simple) de que P+ Q = 0 = (P = (), Q = () consiste en suponer que fuera falsa,
de modo que no fueran P y @ ambos vacios (siéndolo P + @): entonces tendria alguno de ellos al menos un elemento, elemento
que también estarfa (por definicién de suma) en P+ @, lo que es imposible pues P + @ es vacio. Esta prueba, sin embargo, no estd
"despegada’ del contexto de los conjuntos, mientras que la dada més arriba es reproducible sin cambios en el contexto mas amplio
del algebra de Boole.

Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera en I. Probar detalladamente la equivalencia de las siguientes seis condiciones
(y observar que todas ’dicen’ lo mismo, esto es que los conjuntos x e Y estdn dispuestos como lo ilustra la figura).
Escribir las seis condiciones anteriores correspondientes (y entonces también equivalentes) en el dlgebra de proposiciones.
(a) X CY (b) XYy =X () X+Y =Y (d) XY' =90 () X'+Y =1 HYy cXx’

1

& (Resp. parcial) Se abrevia siguiendo un esquema de prueba ’circular’; como podria ser
b) = (a),(a) = (¢),(c) = (d),(d) = (e),(e) = (f),(f) = (b). Sin embargo, se recomiendan
las pruebas por pares. Por ejemplo, (¢) = (a): sies X +Y =Y y se toma x € X entonces (por

definicién de suma) x € (X +Y) =Y, esto es que ¢ € Y, de modo que X C Y; ahora para probar
que (a) = (c¢), se ve que si u € (X +Y) entonces u € X o u € Y, pero por hipStesis X C Y de
modoqueu € X =>u€cY,asiqueu € (X+Y)=u€Y,de modo que X +Y CY; por otra parte
Y C X +Y trivialmente (pues siu € Y = u € Y Vu € X); reuniendo ambas cosas queda probado
que X CY = X +Y =Y. Con lo anterior, ya se tiene probada la equivalencia (a) < (c).

(a) p—gq (b) pg=1p (c)p+a=gq (d) p¢ =F (e)p'+¢q=T )¢ —p

(=) Probar que para dos conjuntos X e Y en I valen las siguientes equivalencias fundamentales para la resolucién de
ecuaciones con incognita conjunto, ya que permite reescribir cualquier igualdad entre conjuntos como una igualdad con
el ) como uno de sus miembros.

X=YsiiX =Y'sii X'V +XY' =0sii (X' +Y)(X+Y')=1
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17.

18.

19.

20.

& (Resp. parcial) Si X =Y entonces X'V + XY' = X'X + XX' =0+ 0 =0 (esto prueba X =Y = X'Y + XY’ = 0); por otra
parte, si X'Y + XY’ = () se tiene (jpor qué?) que debe ser X'Y = ) y también XY’ = (), es decir (por la equivalencia ya probada
en el ejercicio anterior) que Y C X y X C Y, esto es X =Y (y esto prueba que X'Y + XY’ = () == X = Y); reuniendo las dos,
queda probado que X'Y + XY' =0 & X =Y.

Probar que dados A y B en I la ecuacién en la incégnita X dada por AX + BX' = () tiene solucién sii B C A’ (o lo que
es equivalente AB = () y es cualquier conjunto X en I que satisfaga B C X C A’ (a B se le llama solucién minimal y a
A’ solucién maximal). jBajo qué condiciones la solucién es tnica? jQué soluciones tiene la ecuacién (A+ A") X + X' = (7

& (Resp. parcial) La ecuacién equivale a las dos condiciones AX = 0, BX’ = 0, Ji
que equivalen, la primera (ejercicios anteriores, como puede verse si se escribe AX =
X(A"Y =0) a X C A', mientras que la segunda (nuevamente, ejercicios anteriores) es

B C X, de modo que puesto todo junto se necesita (y alcanza) B C A’ con solucién e

X Cc Ital que BC X C A, siendo tnica sii B = A’. La figura sirve de ilustracién de C

una solucién ’intermedia’ (observar que se grafica un caso con solucién, pues Ay B son

disjuntos). ’

La ecuacién (A + A’)X + X’ = 0 no tiene solucién (lo que por otra parte puede verse
directamente, pues dice que existe algin X subconjunto del no vacio I para el que se
cumple (A+ANVX + X' =IX+X' =X+X'=1=0).

(+) Dados dos conjuntos A y B en I, sea el problema de hallar todos los conjuntos X en I que satisfacen la ecuacién
AX = B. Determinar condiciones necesarias y suficientes sobre los conjuntos A, B para que la ecuacién tenga solucion,
y hallarla en términos de A, B. Rehacer, ahora para la ecuaciéon A + X = B. En particular, resolver AX = B en
I ={ay,as,as3,a4,as}, en tanto sea posible, para los siguientes casos.

(a) A ={ay,as2,a3}, B ={ay,az} (b)A ={ay,a2}, B ={a1,az2,a3} (¢c) A= B ={a1,a2,a3}

Determinar también las condiciones necesarias y suficientes sobre las proposiciones p, ¢ para que el problema de hallar
una proposiciéon x que satisfaga px < ¢ tenga solucién, y hallarla.

& (Resp. parcial) La ecuacién AX = B puede escribirse como AB'X + A'B + BX' = (), de donde debe ser (y alcanza) A'B = ()
(esto es que B C A), y en ese caso es (ejercicio anterior) cualquier X tal que B C X C B + A’. La ecuacién A + X = B tiene
solucién sii AB’ = ) (esto es que A C B), y es cualquier conjunto X tal que A’B C X C B. La ecuacién (a) tiene cuatro soluciones
( X1 = B es minimal), mientras que (b) no tiene solucién y (c) tiene cuatro soluciones (X3 = I es maximal). El problema de hallar
x tal que px < ¢ tiene solucién sii ¢ = p y es una proposicién = que sea a la vez necesaria para ¢ y suficiente para q + p’.

(4+) Resolver la ecuacién o sistema de ecuaciones en la incégnita X en cada uno de los siguientes casos, dando las
condiciones necesarias y suficientes sobre los conjuntos fijos para que el sistema tenga solucién. En cada caso, ilustrar
con diagramas un caso en el que exista solucién, proponiendo conjuntos fijos e indicando cudntas soluciones tiene.

(a) A+ BX =10 (b) AX +BX = A'B'X (¢) AX +BX'=CX + DX’ (d)AX'cB,BX+C=1
& (Resp. parcial) La ecuacién (a) tiene solucién sii A = @) y es cualquier subconjunto
de B’; (b) cualesquiera sean los conjuntos A, B, la ecuacién (b) tiene solucién y es

A
tnica: X = (); la ecuacién (c) tiene por solucién cualquier conjunto X que satisfaga ‘9

(BD'+ B'D) Cc X C (AC + A'C’) sii (AC + A'C)(BD’ + B'D) = (). Para (d) existe
solucién sii B C C, y es cualquier X que contenga a AB’ + C’. En la figura se ilustra ”
(sombrado verde) la solucién minimal del caso (d). Si para ese caso fuesen, por ejemplo,

dados los conjuntos A = {1,2,3}, B = {1},C = {1,2,5},1 = {1,2,3,4,5}, se tendrian
cuatro soluciones: X1 = {2,3,4}, Xo = {1,2,3,4}, X5 = {2,3,4,5}, X4 = {1,2,3,4,5}.

(=) Resolver la ecuacién en la incégnita X en cada uno de los siguientes casos, dando las condiciones necesarias y
suficientes sobre los conjuntos fijos para que el sistema tenga solucién. En cada caso, ilustrar con diagramas un caso en
el que exista solucién, proponiendo conjuntos fijos e indicando cudntas soluciones tiene.

(a) AX = BX )A+X=B+X
& (Resp. parcial) Ambas tienen solucién cualesquiera sean los conjuntos ‘
Ay B; la ecuacién (a) tiene por solucién cualquier conjunto contenido
en AB+ A’B’, mientras que para (b) es cualquier conjunto que contenga
a A'B+ AB'. En las figuras se sombrea en verde la solucién maximal de

> -3

(a) y la minimal de (b).
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22.

1. (=) Sea la funcién f: A — Ay sean X,Y dos subconJuntos de A. Determinar el valor de verdad de: (a) f(X +Y) =
FX) + f(Y); (b) F(XY) = f(X)f(V); (0) fHX +Y) = fHX) + f7HY); (d) fTHXY) = f LX) )s (e)
FX) = (f(X)); (F) X = fH(f(X)); () F(FHX)) € X5 (h) (F(X) =0) = (X =0); (i) (f71(X) =0) = (X =0); ()
FXY) C f(X)F(Y).
& (Resp. parcial) (a) es verdadera; (b) es falsa, dado que es verdadera su negacién: existe una funcién f : R — R, f(z) = 2% y
los conjuntos X = {—1,0},Y = {1,0} tales que f(XY) = {0} # {1,0} = f(X)f(Y). (c) y (d) son verdaderas; (e) es falsa pues si
FR=R f(z)=2%con X =R es X' =Ry y f(X') = f(Ry) =R #Ry = (F(RT)) = (f(X))’; (f) es falsa, pues existe una
funcién f : R — R, f(z) = 2 y el conjunto X = {2} C R que no es igual a f~*(f(X)) = f~'({4}) = {-2,2}; (g) , (h), verdaderas;
(i) es falsa pues la preimagen a través de f : R — R, f(x) = z* del conjunto no vacio X = R™1 es el conjunto @; (j) es verdadera
pues si z € f(XY) existe u € XY tal que z = f(u), de modo que z € f(X) (ya que v € X) y también z € f(YV) (va que u € Y),
luego z € f(X)f(Y).

(—) Dada la proposicién condicional p — ¢ se llama contraria (también se le llama inversa u opuesta) a p’ — ¢, reciproca
a g — p, contrarreciproca (por ser contraria de la reciproca) a ¢’ — p’, su negacién es (p — q)’ = pq’ . Para cada una
de las siguientes proposiciones, escribir su contraria, reciproca, contrarreciproca y negacién, determinando su valor de
verdad.

(a) Para todos los niimeros reales = e ¥, si 22 = y? entonces x = y.

(b) Para todos los niimeros naturales = e y, si 22 = y? entonces = = .

(¢) Si el cuadrado de un nimero natural n cualquiera es par, el niimero n es par.

(d) Una condicién suficiente para que fo t)dt = 0 es que la funcidén escalar f sea nula.

(

(f
(g
(h
(i

(j) Si el cuadrado de una matriz cuadrada es la matriz nula, entonces la matriz misma es nula.

Una condicién necesaria para la convergencia de la serie numérica Z(fo an es que lim,, o a, = 0.
Una condicién suficiente para que una matriz cuadrada A sea regular es que 0 no pertenezca a su espectro.

)
)
)
)
e) Siendo p, g dos proposiciones, una condicién necesaria para que p | ¢ sea falsa es que p’ 1 ¢’ sea verdadera.
)
)
) Si una funcién escalar es derivable en un punto entonces es continua en ese punto.
)

Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es nulo, entonces al menos una de las matrices es nula.

& (Resp. parcial) La proposicién (a) es falsa, pues es verdadera su negacién, existen los reales z = 1,y = —1 cuyos cuadrados son
siguales y sin embargo = 1 # —1 = y. La reciproca es verdadera, pues si = y entonces z> = zz = yy = y?. La contraria (si
dos reales son tales que sus cuadrados son distintos, esos reales deben ser distintos) es verdadera, puesto que tiene el mismo valor
que la reciproca. La contrarreciproca (si dos reales son distintos entonces sus cuadrados son distintos) es falsa, pues tiene el mismo
valor que la original, y por supuesto sirve el mismo contraejemplo como prueba de esa flasedad.

(b) es verdadera junto con la reciproca, la contraria y la contrarreciproca. La contraria dice que si dos nimeros naturales tienen
distintos cuadrados, entonces los niimeros mismos deben ser distintos.

(c) es verdadera junto con la reciproca, la contraria y la contrarreciproca. La contrarreciproca afirma que el cuadrado de cualquier
impar es impar, cuya prueba es sencilla, pues si n es impar (esto es n = 2k — 1 para algin k € N) entonces es n®> = (2k — 1)? =
4k* — 4k +1 = 2(2k — 2) + 1 que es impar.

(d) es verdadera junto a su contrarreciproca, con reciproca y contraria falsa (como lo prueba f: R — R, f(t) = 2t — 1).

(e) vale que (p | q)' < p' 1 ¢/, de modo que la condicién es ciertamente suficiente (y también es necesaria), de modo que la
proposicién es verdadera junto a su contraria, reciproca y contrarreciproca.

(f) es verdadera (si la serie converge a S es an = >} ar — 2?71 ar "=3’= S-S5 = 0), con reciproca y contraria falsas; la falsedad de

la reciproca (y entonces de la contraria) la prueba la sucesién arménica >5°(1/n), que es divergente y sin embargo (1/n) "3 = 0.

(g) es verdadera junto con su reciproca, contraria y contrarreciproca (y entonces se dice que la condicién de que A sea regular es
necesaria y suficiente para que el nimero cero no sea uno de sus autovalores).

(h) es verdadera con reciproca falsa, como lo prueba f: R — R, f(t) = |¢|, continua y no derivable en ¢y = 0.

(i) es falsa (ver A = (i 1) ,B = <_11 _11> cuyo producto AB es la matriz nula), con reciproca verdadera.

1

(j) es falsa (ver que A? es la matriz nula con A = (_1

1
_1) ), con reciproca verdadera.

Loégica, relaciones, Boole y lenguajes  Acero, Bolivar, Canga, Gogni, Hollisch, Maulhardt, Miguel TP1, 9 de 20



FIUBA 2020 61.07 Matematica Discreta 81.11 TP1

23.

24.

25.

(+) Un é&lgebra de Boole se estructura como la séxtupla (B,+,-,’,0,1) siendo la suma y producto (+,-) leyes de
composicién interna en B, el complemento (') operacién unaria en B, los neutros {0,1} C B tales que para todo z,y, z
en B se verifican los aziomas (a) (b) (c) (d) es un algebra de Boole. Probar las propiedades (e) (f) (g) (h) (i) (j). {Puede
haber mds de un 0 o méds de un 1? ;Para un dado z puede haber més de un z’? ;Puede un elemento ser su propio
complemento?

(a) Conmutativa z+y=y+z, vy =yx (b) Distributiva  z(y+2) =zy+zz, x+4+yz=(r+y)(z+2)
(¢) Neutros r+0=z, lz=2 (d) Complemento x+z’'=1, 22’ =0

(e) Acotacién 1+2=1,0x=0 (f) Asociativa (x+y)t+z=x+(y+2), (ry)z = x(yz)

(g) Involucién () == (h) De Morgan (z+y) =a'y’, (zy) =x"+y’

(i) Idempotencia z+z =2z, zx =z (j) Absorcién rtazy==z, z(x+y)==x

& (Resp. Parcial) Para (i), sea un z cualquieraen B:z =z +0=z+az' = (z+z)(z+2')=(z+z)l =1z +z) =z + =z (la
primera y sexta igualdad por (c), la segunda por (d), la tercera por (b), la cuarta por (d), la quinta por (a)). El 0 es dnico, pues
si 01,02 son ceros, debe ser 01 = 01 + 02 = 02 (la primera igualdad por ser 02 un cero, la segunda por ser 01 un cero).

Observacion 1: si en un dado ejercicio se exigiera la prueba de una propiedad utilizando exclusivamente los axiomas, es conveniente
segmentar la prueba para demarcar claramente qué axiomas van interviniendo. Por ejemplo, si se pidiera probar la propiedad de
absorcién (j) con solo los axiomas podria verse asi: probando previamente previamente la idempotencia (sea un z cualquiera en
Biz=x+0=z+z2x' = (z+2)(z+2")=(x+2)1 =1(x +x) =z + 2 (la primera y sexta igualdad por (c), la segunda por
(d), la tercera por (b), la cuarta por (d), la quinta por (a))), la unicidad del 1 (si 11,12 son unidades, debe ser 11 = 11 12 = 12
(la primera igualdad por ser 12 una unidad, la segunda por ser 11 una unidad)) y la acotacién (para cualquier z € B: 1+ 2z =1,
porque (1 +z)r = 1z +2x = ¢+ axx = x + = = z, la primera igualdad por el axioma (b), la segunda por el axioma (c), la
tercera y cuarta por idempotencia; de alli, por unicidad del 1, es 1 + 2 = 1). Con estas ya probadas, para todo z,y en B es
z4+ay=1lz+azy=xzl4+zy=2(1+y)=21=1z =z (detallar el motivo de cada igualdad de la cadena anterior).

Observacion 2: Las pruebas no son, por supuesto, unicas; por ejemplo, una prueba directa, que no requiere la utilizacién de
propiedades sino que se asienta exclusivamente en los axiomas de la propiedad de acotacién (e), esto es de que para cualquier
x€B:1+x=1eslasigiiente: 1 =z+2' =2+ 12) =2+ @'1)=(+2) (z+1)=1(+1) =x+1=1+z,
con la primera igualdad por (d), la segunda por (c), la tercera por (a), la cuarta por (b), la quinta por (d), la sexta por (c),
y la séptima por (a). La misma prueba (cambiando 1 por 0 y + por -) debe servir para probar su dual 0z = 0, esto es que
0=xz'=2(02') = (2’ 0) = (z2') + (x0) =0+ (z0) =x0=0z.

(—) Disenar los circuitos de compuertas que se corresponden con el axioma de distributividad del producto respecto de
la suma y de la suma respecto del producto en un dlgebra de Boole (B,+,-,’,0,1), esto es que para todo z,y,z en B
se verifica x(y + 2) =2y + 22z, z+yz=(z+y)(z+2).

& (Resp. Parcial) Basta escribir los circuitos equivalentes a cada secuencia operacional, resultando los siguientes esquemas:

) )
@ ) D ry+ a2z =x(y + 2) g O

Y

' ) >
vy vtyr=(z+y)(x+2) - )

(—) Sean aq, as, as tres elementos cualesquiera de un dlgebra de Boole (B, +,-, ", 0,1). Probar que (a; +as)(az+as3)(as+
a1) = ajas + asas + azay. Y con cuatro elementos?

& (Resp. Parcial) Se tiene (jdar detalles!) (a1 +a2)(az+as)(as+a1) = [(a1+a2)(az+as)](as+a1) = (a2az+azas+aias)(as+ai) =
(az+azas+aias)(az+a1) = (az+aias)(as+a1) = azaz+azai+aiazaz+aiazsar = azaz+azai+aiazaz+aiaias = araz+azaz+asas.

Loégica, relaciones, Boole y lenguajes  Acero, Bolivar, Canga, Gogni, Hollisch, Maulhardt, Miguel TP1, 10 de 20



FIUBA 2020 61.07 Matematica Discreta 81.11 TP1

26.

27.

28.

29.

30.

(=) En el conjunto D3y = {1,2,3,5,6,10,15,30} de los divisores positivos de 30 se definen x + y def mem(z,y), Ty def

med(z,y). Definir (), 0,1 de modo que (D3, +, -, ', 0,1) sea una dlgebra de Boole, determinar sus dtomos (un elemento
a # 0 es un dtomo si de xa = x se deduce que x = a V & = 0) y resolver la ecuacién x + yz + v’ + ux = 0. Determinar
todas sus subdlgebras. En general, cambiando 30 por un nimero natural n, no resultarda D,, un dlgebra de Boole: ;qué
condicion sobre n es necesaria y suficiente para que D,, sea un algebra de Boole con esta suma y producto? Determinar,
cumplida esa condicién, los atomos de D,,.

& (Resp. Parcial) En D3, 2’ Lef 30/x, quedando 0 = 1,1 = 30, con &tomos 2, 3, 5; la solucién es el conjunto de los (z,y, z,u) € Di,
tales que z = z = 1,y = 30. Las subdlgebras de D3¢ son Hi = {1,5,6,30}, H> = {1,2,15,30}, H3 = {1, 3,10,30} y las dos triviales
H, = {1,30}, Hs = Ds3o. En efecto, es imposible con Ds, ya que, por ejemplo, para 2 no existiria un complemento. La condicién es
que n esté libre de cuadrados (esto es que n sea el producto de primos distintos), pues en ese caso los divisores primos de x serdn
distintos de los de ' (con ' = n/z) y entonces, por definicién = + 2’ = n,z2’ = 1, de modo que z’ es un complemento de z; los
atomos de D, resultan entonces ser los divisores primos de n (jprobarlo!).

(=) El conjunto B = {«, 3,7, d} se estructura en un dlgebra de Boole con las leyes + y - definidas en la siguiente tabla.

+la B v 6] -Ja B ~ ¢ Completar la tabla y hallar todos los (z,y, z,w) € B* que satisfacen
o o el sistema:
3 5 3 at+wlx+y+z) =96
- ~ o dzy+rz+a =yw
5 s Bvz+xyw+ad = ay

Reescribir (y resolver) el mismo sistema de ecuaciones en el dlgebra de Boole (D1, mem, med, ', 1,10) (siendo 2’ = 10/z).
TTa B 7 o a B 7 3 & (Resp. Parcial) Resulta a neutro para + y § neutro de -, lo que unido a

la conmutatividad e idempotencia de ambas (la diagonal principal es «, 3,7, d)

ala S oy d)aja a a a permite completar (;de modo tnico?) la tabla. La solucién se integra de los
BB g 0 g Bla B o B cuatro elementos de B* del tipo (z,c,2’,6), con 2 € B. Con B = Djp =
g g 5 g 5 g Z g 7}/ g {1,2, 5,10}, la tercera ecuacién es (2-5)z +zyw+1-10 = 15, y cualquiera sea

. / .
x € Dy se tiene que (z,1,2’,10) es una solucidn.

(4+) Sean z e y dos elementos cualesquiera en un algebra de Boole (B,+,-,’,0,1). Probar que (a), (b), (¢), (d) son
equivalentes y que también lo son (e), (f), (g), (h); ilustrar el significado de (a) o cualquiera de sus equivalentes en un
algebra de Boole de conjuntos con la unién e interseccién.

(a) 2y =z (b)z+y=y (c) zy' =0 (d) 2" +y
() z=y (f) o' =y (g) 'y +zy =0 (h) (" +y) (@ +y)
& (Resp. parcial) Que (a) = (b) resultade z+y =azy+y=zy+ly=(x+ Ly =1 -y = y;
también (b) = (a), pues zy = z(z+y) =zx+oy=z+zy=zl+ay =2(l+y) =21

Por otra parte, (a) = (c) pues zy’ = (zy)y = z(yy’) = 0 = 0 y también (c) = (
zy+0=xzy+zy =z(y+y)=x-1=z; finalmente, (d) es la dual de (c). Ahora, (f) = (e) pues
x = () = (¥) =y, y también (e) = (f) trivialmente; por otra parte (¢) = (g) pues si x = y
es o'y + oy = 2’z + 22’ = 0+ 0 = 0, mientras que (g) = (e) pues si 2’y + zy’ = 0 deben ser
zy = 0,2’y = 0 y entonces (ver (c) = (a)) es x = zy = y. Ahora, (h) es dual de (g). La condicién (a)
en el dlgebra de conjuntos es XY = X, o bien X C Y (j’ver’ en la figura (a), (b), (c), (d)!).

1
1

= x.
a) pues xy =

(+) Si en (B,+,-,’,0,1) se define la relacién (<) como x < y sii 2y = x (o cualquiera de sus equivalentes zy’ =
0,2 +y = y,2’ +y = 1), probar que para tres cualesquiera z,y,z en B, la relacién (<) cumple los tres axiomas que
inducen un orden en B:

x < x (reflexiva) (x <y,y <z)= (z=y) (antisimétrica) (x <y,y < z)= (x < z) (transitiva)
<

& (Resp. parcial) Para cualquier z en B es (idempotencia) zz = x, de modo que (por definicién) x < x; por otra parte, si
z <y,y <z, es que zy = x,yzr = y, de donde (conmutatividad) queda z = y; finalmente, si ¢ < y,y < z, es que zy = x,yz = vy,

entonces zz = (zy)z = x(yz) =azy =,y de allies = < 2.

(+) En (B,+,-,’,0,1) con la relacién de orden 2 < y sii xy = x, probar que para cualesquiera x,y, en B, con a,b dos
atomos distintos, se verifican las siguientes propiedades y mostrar su cumplimiento en particular en (D42, mem, med, ’, 1,42)
yen (P(A),+,-,",0,A), con A ={«, 3,7} (previamente, determinar qué significa (<) en cada una de estas dlgebras).
Dibujar los correspondientes diagramas de Hasse. ;Cuantas subalgebras hay en D57 ;Cudntas subalgebras de D49 estan
bien ordenadas? Definir un isomorfismo entre Dys y P(A).
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31.

32.

33.

(a)0<z<1 (ay<z<z+y ()sup(z,y)=z+yinf(z,y)=2y (d)(z<y) e E <2') ()ab=0

& (Resp. parcial) (a) de 0 -z = 0,z -1 = z queda por definicién de (<) que 0 < z < 1; (b)

zy < z, pues (zy)r = (yz)r = y(zz) = yx = xy; también z < = + y, pues z(x +y) = zz + zy =
z+zy=z-1+azy=2(1+y) =z -1=x; (c) inf(x,y) = zy pues xzy es una cota inferior de {z,y} @

(por lo anterior, zy < z,2y < y), y sl z es otra cota inferior (es decir zx = zy = z) se tiene que

2(zy) = (zx)y = 2y = 2, de modo que z < zy; (d) (xz < y) = (v < 2'), pues y'z’ = ¢ (zy) =

Y@ +y)=yd +yy =y +y =y'2’ +y -1=9'(z' +1) =9 -1 =14'; (e) como por definicién, @ @ @
a # 0 es un dtomo sii Vz € B : (z < a) = (x = 0 o bien x = a), y como ademés es ar < a (por ’.‘
(b)), debe ser ax = 0 o bien axz = a, y tomando z = b # a debe ser ab = 0 o bien ab = a, pero si

ab = a es b = ba = ab = a, lo que es imposible, de modo que solo queda ab = 0. En Das, (<) es (]), e e 0
en P(A) es (C). La propiedad (a) en P(A) afirma que para cualquier X € P(A) es ) C X C A; la

(d) en D42 aplicada a 2,6 muestra que 2 | 6 con 7 | 21; la (e) en D42 dice que para los dtomos (nodos

amarillos) es 2-3 = 2-7 = 3.7 = 1. Hay cinco subélgebras de D2, una es (S1, mcm, med, ', 1,42), e

con S1 = {1,6,7,42}; las otras: So = {1,2,21,42}, S5 = {1,3,14,42}, 54 = {1,42}, S5 = D42, solo Su

estad bien ordenada.

(+) Si en (B,+,-,",0,1) se define la relacién (<) como z < y sii zy = x (o cualquiera de sus equivalentes zy' =
0,2 +y =y,2’ +y = 1), probar que para tres cualesquiera z,y,z en B, la relacién (<) cumple los tres axiomas que
inducen un orden en B:

x < x (reflexiva) (x <y,y <z)= (r=y) (antisimétrica) (r <y,y <z)= (x < z) (transitiva)

& (Resp. parcial) Para cualquier  en B es (idempotencia) zz = x, de modo que (por definicién) x < z; por otra parte, si

z <y,y <z, es que zy = x,yz = y, de donde (conmutatividad) queda = = y; finalmente, si z < y,y < z, es que zy = x,yz = ¥,
entonces zz = (zy)z = z(yz) =axy =z, y de alll es z < z.

(=) En Dgy se define la suma = + y = mem(z, y), el producto z - y = med(x, y), v la relacién z < y sii zy = . Dibujar
el diagrama de Hasse, y hallar todos los x € Dgy4 tal que 1 < 1+ 6x < 84(2+ 7). ;Y cudl es la solucién de la ecuacién
6x = 67

& (Resp. parcial) La figura muestra el diagrama de Hasse. Observando
que 1+ 6z = mem(1,6x) = 6z y que 2+ 7 = mem(2,7) = 14 y que
mecd(14,84) = 14 y teniendo en cuenta que 1 es el minimo, la primera
inecuacién puede eliminarse pues se cumpe trivialmente. De este modo, lo
que debe resolverse es sencillamente 6z < 14, inecuacién que es satisfecha
porzi = 1,20 = 2,23 = 4,24 = 7,25 = 14, x5 = 28, nodos distinguidos con
color verde en el diagrama. La ecuaciéon 6x = 6 se satisface para z tomando
los valores 6, 12,42, 84, nodos coloreados de naranja en el diagrama.

(4+) Probar que un isomorfismo entre dlgebras de Boole preserva los neutros, el orden (inducido), los dtomos y las
subdlgebras. Mostrar estas propiedades definiendo un isomorfismo entre (Dg, mcm, med, ', 1,6) y (D15, mem, med, /1, 15)
(;cudntos hay?). En general, jcudntos isomorfismos f : By — By entre dos algebras de Boole finitas By, B pueden
definirse? Probar que alcanza que f sea biyectiva y preserve la suma y la inversién (o el producto y la inversién) para
que sea un isomorfismo entre las algebras By y Bs.

& (Resp. parcial) Para la preservacién del 0: sean 01 y 02 el nulo de B; y Ba respectivamente, se sabe que para cualquier elemento
x2 de Bz existe un (Unico) elemento z1 en Bp tal que f(z1) = z2, y entonces Vra € Bz : z2 +2 f(01) = f(z1) +2 f(01) =
f(z1 41 01) = f(z1) = x2, esto es que Vao € By : x2 +2 f(01) = x2, luego es (por definicién de 02 y su unicidad) f(01) = O2.

Para la preservacién del orden: en By es ¢ <1 y1 sil 11 y1 = 1 sii f(x1) -2 f(y1) = f(z1) sii f(z1) <2 f(y1). Para la preservacién
de dtomos: si a # 01 es un dtomo de Bi, debe ser f(a) # 02 = f(01) (pues en caso contrario f no resultaria inyectiva); dado
02 # z2 <2 f(a), existe un (Unico y no nulo) z; en B tal que f(z1) = z2, de modo que f(z1) <2 f(a) y entonces (aqui se supone
ya probado que preserva el orden) z1 <; a pero de alli resulta que 1 = a, de modo que z2 = f(z1) = f(a), asi que f(a) es
un dtomo en Bs. Uno de los 6 isomorfismos: f(1) = 1, f(2) = 3, f(3) = 5, f(6) = 15. Hay en general (log, | By |)! isomorfismos,
pues basta (;por qué?) con definir las imédgenes de los log, | By | 4tomos. Si f preserva la suma e inversién también preserva el
producto: f(z 1 y) = F((z' +14)) = (@ +14)) = (f&) +2 F@)) = G 2 @) = F(&)) 2 1)) = F@) 2 1)
(justificar cada igualdad).
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34.

35.

36.

37.

(—) Sea f : B3> — B la funcién booleana de tres variables x,y, z en un &lgebra de Boole (B,+,-,’,0,1), representada
por el circuito de la figura, que emplea el juego completo de compuertas (AND, OR, NOT).

(a) Escribir f en la forma normal disyuntiva y en la
forma normal conjuntiva.

a; (b) Siendo (1) vy (}) juegos completos de solo una ley,
disenar el més simple circuito para f que solo con-
y - tenga compuertas (NAND) o compuertas (NOR).
@ (c) Hallar todos los (z,y,2) € B? que verifican las dos
condiciones siguientes: f(z,y,2) < 2,2/ f(z,y,2) +
Z = Z(f(xvyvz))/zo'

& (Resp. parcial) (b) f(z,y,2) = (zy) +y'2= (@' +¢)+y'z2=2"+ (' +y'2) =2 + v = (zy)’ = 1 y, de modo que basta una
compuerta NAND conectando = con y; observar que, sin embargo, se necesitan 7 compuertas NOR, pues f(z,y,2) = ((z | z) |
(dy)d((zdx)! (yly)). (c) la primera ecuacién es (zy)’ < 2’, que equivale a z < xy, lo que por definicién es que zzy = z; la
segunda ecuacién es z'(xy)’ + zzy = 0, lo que exige que z = zxy = 0 y que (zy)’ = 0, de modo que x = y = 1 y entonces queda
la terna (1,1, 0) como dnica solucién.

(=) En el 4lgebra de Boole (B,+,-,’,0p,1B), sea f(u,v,w,z) la funcién booleana f : B* — B representada por el
circuito de la figura, con compuertas (AND, OR, NOT). Representar f, siempre que sea posible, con un circuito con solo
compuertas AND y determinar todos los (u,v,w,r) € B* que verifican las dos condiciones siguientes: f(u,v,w,z) +
wow'z = w, v f(u,v,w,z) + w+ v = z. Si el cardinal de B es 4, jcudntas soluciones hay?

& (Resp. Parcial). f(u,v,w,z) = [(uwv) + v (w + z)') = (w)(v + w + ) = wvv + wo(w + z) = ww + ww(w + x) = wv, (justificar
cada igualdad en un axioma o una propiedad) de modo que basta una compuerta AND conectando u con v; reemplazando en el
sistema de ecuaciones queda que uv +wvw'z = uv = w y que v’ uv +w +v = z, de la primera se sabe que w = uv que reemplazado
en la segunda queda z = uv + v = v, de modo que las soluciones son todos los elementos de B* tales que w = uv,z = v (esto es
elementos del tipo (u,v,uv,v)), de modo que si el cardinal de B es 4 el sistema tiene un total de 4> = 16 soluciones,dado que u y
v pueden tomar libremente, cada una, cuatro valores.

(—) Sea el conjunto A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} con dos 6rdenes segin cada diagrama de Hasse, y sean Ay = {b, f, g}, A2 =
{¢,d,e}, A3 = {a,i,h}. Para cada uno de estos tres conjuntos (y para cada orden), determinar si son acotados, sus
maximales, cotas superiores, supremos, maximos, minimales, cotas inferiores, infimos, minimos.

& (Resp. parcial) A, As no son acotados, sf lo son A; y Az. Para A; con
el segundo orden, g es cota superior, supremo, maximal y maximo, a,b
son cotas inferiores, b es infimo y minimo. Para A; con el primer orden,
son cotas inferiores a, b, i, siendo b minimal, infimo y minimo. A3 con
el primer orden no tiene cotas inferiores, h es cota superior, maximal,

supremo y maximo.

En el conjunto B = {a, a,b,c,d, e, f,w} donde se ha introducido un orden parcial (<) que produce el diagrama de Hasse

de la figura, se definen las operaciones suma x + y def sup(z,y) y producto zy def inf(z,y).
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38.

39.

Definir una operacién unaria ' : B — B y los elementos 0,1 en B Q
de modo que la séxtupla (B,+,-,’,0,1) resulte un dlgebra de Boole y
determinar todas sus subdlgebras de Boole. Hallar ademas todos los x (e) 0

pertenecientes a B que satisfacen las tres siguientes condiciones: ’ (©) ‘
ar’ <b+af+eb .

Vr+c=w+c
fr+éer +dr>a

. . def def def def def def def def def def
& Las propiedades del 0 y del 1 exigen que 0 = o, 1 = wyentonces o’ = w,w’ = a,a’ = £, E a, b S e, E b = d,d =

¢,y asi (B,+,-,,a,w) es un algebra de Boole (;por qué?) con cinco subdlgebras: las dos triviales y las tres estructuradas con
B, ={w,a, f,w}, Bo = {a,b, f,e,w}, Bs = {a, ¢,d,w} (jpor qué lo son y por qué no hay otras?).

Respecto al sistema, la tercera condicién no es restrictiva, ya que en cualquier algebra de Boole el nulo (aqui &) es siempre minimo
para el orden natural. La primera condicién (teniendo en cuenta que af = eb = a de modo que b+ af + eb = «) es equivalente
a (jprobarlo!) ab’z’ = 0, mientras que la segunda (teniendo en cuenta que w + ¢ = w) equivale a (b'z + ¢)’ = 0 y entonces a (De
Morgan) (b + 2’)c’ = 0 o lo que es lo mismo, bc’ + 'z’ = 0. Pero dado que bc’ = bd = 0, queda 'z’ = 0. De modo que todo el
sistema se reduce a la ecuacién (ab’ + ¢’)x’ = 0, que es equivalente a ab’ + ¢’ < x, que junto con x < 1 deja como soluciones todos
los  en B que satisfacen ab’ + ¢’ < x < w. Ahora bien ab’ +¢ = ae+d = a+d = e, de donde queda e < z < w y del diagrama
de Hasse es inmediato que solo dos elementos satisfacen esta condicién: e y w (nodos amarillos).

(=) En el conjunto A = {1,2,3,4,6,8,9,12,18,24} ordenado con & < y sii ¢ | y se definen 41 = {r € A: 241 <
12}, Ao ={zeAd:6<z},As={zeA:x<zx+3} A ={re A:4 <z <8} Graficar el diagrama de Hasse para A
y determinar para cada uno de los cinco conjuntos sus elementos particulares. Determinar, ademés, dos soluciones de la
ecuacion en la incégnita X C A dada por (A; + A4)X = As. ;Cudntas soluciones tiene esta ecuacién?

& (Resp. parcial) A; = {1,2,3} (vértices rojos en la figura), A, = {6,12,18,24} (vértices verdes), @
As = {1,3}, As = {4,8} (vértices amarillos). Los conjuntos A, A2 son no acotados (pero son
inferiormente acotados); A; es acotado, con maximales 2,3 , supremo 6, carece de méximo. El e @ @

conjunto de cotas superiores de A; es As, el conjunto de cotas superiores de As es Az + {3, 9},
el conjunto de cotas inferiores de A4 es {1,2,4} y el de sus cotas superiores {8,24}. El elemento
1 es minimal, infimo y minimo de A, de A; y de As. La ecuacién tiene por soluciones cualquier e
conjunto X C A tal que A3 C X C As + (A1 + A4)’, de modo que una solucién (la solucién
minimal) es X1 = As; otra es (la solucién maximal) Xo = A3+ (A1 + A4) = {1,3,6,9,12,18,24}.
En total, 32 soluciones (jcontar cudntos conjuntos resultan al ir agregando elementos a la solucién

minimal!).

(=) En el conjunto A = {a1,as, as,aq,as} sea S la relacién deter-

minada por el digraph de la figura, y T la relacién definida por la

matriz M7, y sea R la relacién R = (S + 7))~ L. @ @
(a) Probar que R es una relaciéon de orden en A y determinar,

S
con las operaciones x + 1y def sup{x,y}, zy def inf{x,y}, todos My =

los pares (z,y) € A2 tales que zy + = = as, (z + y)R(azas).
(b) Si G = (V(G), E(Q)) es el digraph dado por la relacién R~* @
(inversa de R), determinar la circunferencia de radio 1 cen-
trada en a1 € V(G) = A (esto es todos los z € A tales que
d(z,a1) =1).

— === O
O OO OO
OO = OO
SO oo o
_ o o oo
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40.

41.

42.

& (Resp. Parcial). (a) La relacién R = S™' + 7 ! es reflexiva pues s
a18_1a1,a28_1a2,a37'_1a3,a48_1a4,a57'_1a5, luego arRar, k = @

1,2,3,4,5; del mismo modo se prueba que es antisimétrica y transi- RT
tiva, y entonces es de orden, por definicién de orden, con el diagrama

de Hasse que se indica en la figura. Ahora zy + = = sup{zy,z} = @ @
sup{inf{z, y},z2} = x (jdetallar los motivos de la dltima igualdad! @
y no hablar de ‘absorcién’), de modo que debe ser z = az, y como @

asas = as la segunda condicién es asz + y = sup{as,y} = as, de @ @

donde y puede ser a1, a2, as (y ningin otro), de modo que los pares

pedidos son (as,a1), (as,az2), (a3, as). Para (b), obtenida la repre-

sentacién del digraph de la figura, la circunferencia pedida es el @ Y
conjunto {az,as,as,as} (nodos amarillos). “

Determinar en cada caso si R es una relaciéon de orden en el conjunto indicado. En el caso de conjuntos finitos, escribir
la matriz de adyacencia Ag, graficando el diagrama de Hasse, o el grafo orientado (digraph) segin sea o no de orden.

(a) En Doy, 2 Ry siiz |y (b) En N,z Ry sii y = 2" para algin r € N (c) En A={-2,-1,1,2},zRysiiz |y
(d) En A%, A ={0,1,2}, (z1,72) R (y1,y2) sii (z1 < y1,22 > yo) () En Z,z Ry sii | y — = | es impar
(f) En Z,z Ry sii 2% < y? (g) En A%, A = {1,2,3}, (z1,22) R (y1,92) sii (x1 | y1,y2 | ¥2)
24 (2,0)
/ \ / \ & (Resp. parcial) (a) y (d) constituyen un orden parcial; (c) no
8 12 (1,0) (2,1) es antisimétrica, pues (—1) | 1y 1| (—1) y sin embargo —1 # 1;
| / | ‘ \ / ‘ (e) no es antisimétrica pues | 2—1 | es impar y también | 1—2 | es
4 (a) 6 (0,0) (1,1) (2,2) impar, y sin embargo 2 # 1 (f) no es antisimétrica, pues (—1)? <
| / | ‘ / \ ‘ 12 y 12 < (—1)? y sin embargo —1 # 1. Las figuras muestran los
9 3 (0,1) (d) (1,2) diagramas de Hasse para las relaciones de orden (a) y (d). jEs
\ / \ / (g) una relacién de orden?
1 (0,2)

Sean A, B,C tres subconjuntos fijos del universal I. Determinar las condiciones necesarias y suficientes sobre A, B, C
para que tenga solucién el sistema de ecuaciones en la incégnita X C I dado por AX' C B,B’X + C = I y resolverlo
(en funcién de A, B,C,I). En particular, dar la solucién minimal para I = {1,2,3,4,6,8,9,12,18} ordenado con z <y
siz|y, A={zel:6<z},B={zxel:x<x+3},C={zel:z+1<12}y determinar si es acotada.

& Respuesta parcial. En la figura de la derecha se muestra el diagrama de Hasse en I, de e @ @
donde es inmediata la caracterizacién de los conjuntos A ={z € I : 6 <z} = {6,12,18}, B =
{zel:z<z+3t={1,3},C={zel:z+1<12} = {1,2,3} (nodos rojos). La

primera ecuacién del sistema equivale a AB’ X’ = ¢ mientras que la segunda es equivalente a e @ e
(B'X+C") = ¢ y entonces (De Morgan) (B+X')C" = ¢ que es lo mismo que (distributividad

de la interseccién respecto de la suma) BC' +C' X’ = ¢, pero como BC’ = ¢ todo el sistema

queda reducido a (AB’ +C’) X' = ¢ que equivale a decir que X cumple AB'+C' C X C Iy

entonces la solucién minimal (nodos amarillos) es X = AB'+C = (+C’ = {4,6,8,9, 12,18},

que no es acotada (ya que no es superiormente acotada, probarlo).

(—) En el conjunto A = {ay, az} pueden definirse 2* = 16 relaciones; seis de ellas estan definidas por las siguientes matrices
de adyacencia A (esto es, A (k,j) es 1 si ar Raj, y es 0 en todo otro caso). Determinar qué propiedades (reflexividad,
simetria, antisimetrfa, transitividad, ) cumple cada relacién y representarlas con un grafo orientado (digraph). Determinar

. oy def
ademés la clausura transitiva R}. Rehacer, con R? = R o R.

QY oY) o) @am( ) ome(t Y ome()

& (Resp. parcial) (a) solo no cumple reflexividad, (b) cumple todas, (c) solo es simétrica, (d) es transitiva, (e) no es simétrica, (f)
es de equivalencia. R? = R para todas, excepto (c) cuya R? eslade (f) {Cémo se manifiesta esto en los correspondientes digraphs?
La clausura transitiva de la relacién (c) es la relacién (f).
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43.

44.

45.

Para cada caso, Ar es la matriz de adyacencia de la relacién R en el conjunto A = {ay, as, as,as}. Estudiar para cada
relacién R y su correspondiente (R) reflexividad, simetria, antisimetria y transitividad, hallar su clausura transitiva y

efectuar un digraph de cada relacién. Para las de equivalencia, indicar el conjunto cociente A/R. Rehacer, para la suma
Rao + Ry (junién!), producto R, Ry (jinterseccién!) y composicién R, o Ry de las relaciones del caso (a) y (b).

010 0 100 1 001 0 110 1
001 1 101 0 00 1 0 110 1
@Ar =100 o0 o] @A=R=11 ¢ o o] ©@A==1y ¢ 0 1| @DA4R=|y o 1 ¢
0110 0010 000 0 110 1

& (Resp. parcial) La (d) es una relacién de equivalencia con conjunto cociente A/R = {[a1], [as]}, siendo la clase [a1] = {a1, a2, a4}
y la clase [as] = {as}. La figura muestra los digraphs de (a), (b), (c), (d) y de sus clausuras transitivas. ;Cémo se ’suman’,
‘multiplican’ o ’componen’ los digraphs?;Cémo se construye el digraph de R’ a partir del de R?

@) (@) @v@ @) (@) @) @)

@) @) @“'@ @) @ @)

@——®) @v@ @) (@) @) @)

@) @) @) @) @) @)

(=) Sean R y S dos relaciones binarias de X en Y y 7 una relacién de Y en Z. Probar cada una de las siguientes
proposiciones. ;Cémo se escriben en el lenguaje de matrices de adyacencia?

(@) R°H1=R (b) (R =Rty (0)(R+8)'=R1+8! (d) (RS)1=R"185"!
(e)R'cS'siiRcCS (HIRI1=81siiR=8 (@) (SoT) =T 1tos!

& (Resp. parcial) Para probar (g), SoT es de X en Z, de modo que (So7)™ ! esde Z en X. Si (z,2) € (SoT)™!, entonces
(x,2) € SoT, de modo que para algtin y € Y debe ser Sy, y T z, o lo que es lo mismo, yS™' 2, 27 ' y. Pero esto significa que
(z,2) € T oS!, de modo que (SoT)™' C T ' oS (del mismo modo se prueba T~ ' oS! C (SoT)™!). La expresién (a)
se escribe (AX)T = Ar; (g) se escribe (As A1)T = AT AL,

Probar que si § y T son dos relaciones binarias en A, se cumple
(SoT)™! = T-1 o8 ! y mostrar (exhibiendo las operaciones par-
ciales) el cumplimiento de la igualdad para las relaciones en el con-
junto A = {ay, a2, as,as} definidas por los digraphs de la figura. Para la
clausura transitiva ;vale que (So7)* = T* o S*?

N
o

& SoT esde Aen A, de modo que (So7) "' es de A en A. Si (2,x) € (SoT)™ !, entonces (z,2z) € SoT, de modo que para
algin y € A debe ser Sy, y T z, o lo que es lo mismo, y S™' x, 2T~ y. Pero esto significa que (z,2) € T~ ' oS!, de modo que
(SoT)™' € T ' oS! (del mismo modo se prueba 7' oS~ C (SoT)™'). Queda como ejercicio mostrar la secuencia de las
operaciones mediante digrafos, para las relaciones S y 7 de las figuras.
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46.

47.

48.

49.

Las figuras muestran las clausuras de las relaciones S y 7 y de su composicién, por un lado (tercera figura), y la composicién de
sus clausuras (cuarta figura) que prueba la invalidez de la igualdad propuesta. Se recomlenda rehacer este ejercicio en el lenguaje
matricial, estableciendo las correspondencias entre las matrices que representan cada relacién y las operaciones involucradas con
la composicién y la clausura.

(+) Sea A la relacién de identidad en X (también se le llama diagonal), esto es A = {(z,z) : « € X}. Probar que
una relacién R en X es de equivalencia sii cumple las condiciones A € R,R™! = R,(R o R) C R, mientras que
es de orden sii cumple las condiciones A C R,RR™* C A,(RoR) C R. Mostrar ademds que con las operaciones
booleanas las condiciones anteriores se escriben en lenguaje matricial como I; < Ag (reflexividad), AL = A (simetrfa),
Ar © AL < I, (antisimetrfa), A% < Ag (transitividad), donde debe entenderse que una matriz N es menor o igual
que M sii N(i,j) < M(i,j) para todo par (¢,7) de sus indices, el producto comin entre matrices con las operaciones
booleanas, y el producto tensorial ® como el producto operando elemento por elemento.

& (Resp. parcial) Ver el significado de cada condicién, por ejemplo, A C R equivale a decir que para cualquier x € X es (z,z) € A
y entonces (z,z) € R, esto es que R es reflexiva.

Decir que R~ = R equivale a decir que (z,y) € R sii (y,z) € R, esto es que R es simétrica.

Si (RoR) C Ry ademds (z,y) € R y también (y, z) € R entonces (r,z) € RoR C R esto es que (z,z) € R, de modo que R es
transitiva. Reciprocamente, si R es transitiva, un par (z,z) € R o R si existe y € X tal que (z,y) € R y también (y, z) € R, pero
siendo R transitiva, entonces también (z, z) € R, de modo que (RoR) C R. Asf que la transitividad de R equivale a (RoR) C R.

Analizar en cada caso si la relacion definida es de equivalencia y determinar su conjunto cociente.

(a) Con n € N fijo, en Z,x Ry sii z =y (mod n) (b) Con f € BA fija, en A, xRy sii f(z) = f(y)
(c) En R,z Ry sii 22 + 2y = 22 + ¢? (d) En Z,x Ry sii 22 = y* (mod 7) () En Z,z Ry sii xy > 0
() En P(X), X1 R X» sii X1Xs = X1 + Xo (g) En P(X), X; R X5 sii X1 + X} = X
(h) En un algebra de Boole (B,+, -,’,0,1),x Ry sii z +y = zy (i) En RY, fRgsii [, f(t)dt = [, g(t)dt
(j) Con n,m € N fijos, en Z,z Ry sii ¢ =y (mod n) y ademéds x =y (mod m)

& (Resp. parcial) Solo (e) y (g) no son de equivalencia. Las clases de equivalencia en (b) son los subconjuntos maximales de A
donde la funcién es constante. La (c) responde al tipo (b) si se hace f(z) = 2% — 2=, la clase de cada niimero real a es [a] = {a,2—a}.
En (d) el conjunto cociente tiene cuatro elementos. El conjunto cociente en (j) tiene mcm(n,m) elementos.

(4+) Dados los enteros positivos a, b, m probar que o € Z es una solucién de la ecuacién ax = b (mod m) sii cualquier
elemento de [a] € Z,, es una solucién de la misma ecuacién y determinar el conjunto X = {z € Z : 6z = 12
(mod 9),12z = 24 (mod 18)}.

& (Resp. Parcial). (a) Si a es una solucién de la ecuacién axz = b (mod m) entonces existe k1 € Z tal que ac — b = k1m; para tal a,
es [a] = {u € Z : u = a+ km, con k entero}, y para cualquiera de estos u es au —b = a(a+km) —b = (aac —b) + km = kym+km =
(k1 +k)m = k'm (llamando k' al entero k1 + k). De esta manera, cualquiera sea u € [a] existe k' € Z tal que au — b = k'm, esto es
que u es una solucién de la ecuacién az = b (mod m) (resta probar la reciproca). Toda solucién de 6z = 12 (mod 9) es solucién
de 12z = 24 (mod 18) (jjustificarlo!), de modo que basta resolver la primera que tiene ( (mod 9)) tres soluciones (el med(6,9) = 3
divide a 12) de modo que, por lo probado antes, X = [2] + [5] + [8], siendo [2], [5], [8] tres clases de equivalencia en Zg.

Dado el digraph G = (V(G), E(G)) de la figura, se define en su conjunto d10)< @ (012
de vértices V(G) = {a1,a2,...,a12} la relacién R por a;Ra; sii existe

un camino orientado de a; hasta a; y un camino orientado de a; hasta G

a;. Probar que R es una relacién de equivalencia en V(G), y determinar

el conjunto cociente V(G)/R. Resolver el problema de hallar todos los @ @ @

X C V(G) tales que [a2]X = ([ag] + [ag])X. Sefialar claramente en el
grafico las clases de equivalencia. jPuede suprimirse alguna arista en el
grafo sin que R deje de ser una relacién de equivalencia? Si asi fuera,

rehacer el ejercicio con tal arista suprimida. @ @ @ @
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& (Resp. Parcial). Dado el digraph La relacién R es reflexiva, pues
para cualquier ¢ = 1,2,...,12 se tiene a;Ra; (todo nodo estd conec-
tado consigo mismo con el camino nulo); es también simétrica, por

definicién de R y es transitiva, pues si existe un camino de a; a a; y
un camino de a; a a;, y también existe un camino de a; a ar y un G
camino de ar a a;, basta construir el camino de a; a ar (y de ax a @

A\ A

a;) de la manera obvia (detallarla). El conjunto cociente V(G)/R =
{[a1], [as], [as]}se muestra en la figura asignando un color a cada clase
de equivalencia, siendo [a1] = {a1,a2,a4,a5},[as] = {as,a10}, [as] =
{ag,a7,as, a9, a11,a12}, de modo que la ecuacién [az] X = ([as] + [ag]) X
equivale a la ecuacién [a1]X = [ag]X cuya solucién es cualquier subcon-
junto X C [a1]'[ae)’ = [as] de modo que se tienen las siguientes cuatro @ @ @ .

soluciones: X1 = ¢, Xo = {az}, X3 = {a10}, X4 = [as].

50. Se designa con M = (3, Q, qo, T, F) el autdmata finito determinista, con alfabeto ¥, conjunto de estados @, estado inicial
qo (rojo, in), funcidn de transicion T : Q x ¥ — @ y conjunto de aceptacion F C @ (verde, doble circulo)). Para cada
autémata con alfabeto ¥ = {a, b} escribir la tabla de transiciones que explicita Y y determinar el lenguaje reconocido
por M (esto es L(M) = {x € X¥* : T*(qo,x) € F} (donde T* : @ x ¥* — @ es la funcién de transicién generalizada que
lleva el autéomata a un nuevo estado al recibir como estimulo una palabra del lenguaje: por ejemplo, para el autémata
My es T*(qo, aaababa) = g2).

a,b @
“ . a,b b My a,b y a
1 a
in —»8—>b ‘—> %b in —» a ‘—» b in —» YA
b

abc.

& (Resp. parcial) L(M;) = {z = a"b,n € No}; L(M3) = {z = abw,w € £*}; L(M3) = {z = waa,w € ¥*}; L(M4) = {z = awa,w €
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o1.

¥*}; L(Ms) = {z = auaawa, u,w € ¥*}; L(Ms) = {x = uab,u € ¥*}; L(M7) = {z = a"ba™,n,m € No}; L(Msg) = {x € " : |z|p =
0 mod (3)} [o también, generado por Es = a* + (a*ba*ba*ba*)*|; E9 = (a + b)*aa; E1o = aaa™ 4+ bbb™; E11 = a* + (a*ba*ba™*)*.

(4+) Dado el alfabeto ¥ = {a, b}, para cada uno de los lenguajes L, definir un autémata M = (X,Q, qo, T, F) tal que
L={ze% :T(q,x) € F}. (1) L = {x € ¥* : x = ubbb,u € ¥*}; (2) L = {z € ¥* : x = abu,u € ¥*}; (3)
L={xeX¥ a2 =uba,u € ¥}; (4) L = {z € &* :| = |,= 2} (esto es, palabras con exactamente 2 letras b); (5)
L ={reX*:az=uabav,u,v € £*}; (6) expresién regular a*b(a*b*)*; (7) expresién regular a*(baaba*)*; (8) expressién
regular b(a + b)*aa; (9) L={z € ¥* :| 2 |[,=1 mod (2)} (palabras con un nimero impar de letras b).

& (Resp. parcial) Las figuras muestran autématas que satisfacen lo pedido (json dnicos?).

52. (+) En un autémata M = (X,Q, qo, Y, F), dado k € Ny se define en @ la relacién de k-equivalencia Ry tal que ¢Rgr

sii para cualquier x € ¥* :| z |< k se cumple que T*(¢,z) € F sii T*(r,z) € F (con su correspondiente clausura, la
*-equivalencia R, ). Para cada uno de los siguientes autématas, determinar las clases de k-equivalencia, los cocientes

Q= Q/R,,F = F/R,, la clase o = [qo], la funcién Y : Q x ¥ — Q y el autémata cociente M = (X,Q, Gy, T, F) que

reconoce el mismo lenguaje que M (esto es L(M) = L(M)). ;Cuél es ese lenguaje?
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& (Resp. parcial) Para M; las clases 0-equivalentes son {qo, g2}, {q1, g3}, que coinciden con las 1-equivalentes, y entonces con las R .-
equivalentes, @ = Q/R. = {qo, 71}, siendo o = {40, @2}, @1 = {q1, 43}, F' = Go, T(Go, @) = Go, T(G0,b) = @1, V(q1,a) = @1, T(q1,b) =
o, con lenguaje L(M) = L(M) = {z € ¥* :|  |,= 0 mod (2)}; para M> las clases O-equivalentes son {qo,q1,q},{q2, ¢}, las
k-equivalentes (k > 1, y por tanto *-equivalentes) son o = {qo},q1 = {¢q1,q4}, G = {q2,q3}; para M3 las clases 0-equivalentes
son {qo,q1},{q2,q3}, las k-equivalentes (k > 1, y por tanto x-equivalentes) son go = {qo},q1 = {q1}, G2 = {q2,q3}; para M5 las
clases 0-equivalentes son {qo,q1,q3,q4},{q2,¢5}, las 1-equivalentes son {qo, g3}, {q1,q4},{q2,¢5}, las k-equivalentes (k > 2, y por
tanto x-equivalentes) son go = {qo, 43}, 1 = {q1,qa}, 32 = {q2, ¢5 }; para Ms las clases O-equivalentes son {qo, ¢1, 42}, {¢3, 94, g5}, las
1-equivalentes son {qo, g1, 2}, {gs, g5}, {qa}, las k-equivalentes (k > 2, y por tanto x-equivalentes) son go = {qo, ¢2}, 01 = {q1}, 3z =
{43,q5}, 31 = {qua}; para M7 las clases O-equivalentes son {qo,q1,¢2}, {g3}, las k-equivalentes (k > 1, y por tanto *-equivalentes)
son o = {qo,q2},71 = {q1},33 = {gs}. Observar que los autématas cociente de Ms y M4 son isomorfos, asi que Ms y My son
equivalentes (esto es, reconocen el mismo lenguaje).

a
a a
: M - :
in — < 5 q2 in —
b a
()
b

53. (~) (Correction code) Una de las técnicas de reconstrucciones conjeturales de c6digos alterados exigen resolver ecuaciones
que tienen como incégnitas fragmentos de un cddigo. Por ejemplo, supuesto el alfabeto ¥ = {0, 1}, se requiere hallar
todas las palabras r € X* que concatenadas como prefijo y sufijo del fragmento 011 producen el mismo mensaje. En
términos mas precisos el problema se formula como el de resolver la siguiente ecuacién en la incoégnita x € X*.

| x011 = 011x|

& (Resp. Parcial). Se observa de inmediato que una solucién trivial es la palabra nula (de longitud 0), esto es x = X pues (por
definicién de A) se cumple A011 = 011 = 011); también es directo que x no puede tener longitud 1 ni longitud 2 (detallar el
argumento que fundamenta esta afirmacién). Sea entonces z de longitud al menos tres, y como es prefijo en el miembro izquierdo,
debe iniciar necesariamente con 011 (para igualar el prefijo que inicia la palabra del miembro izquierdo de la igualdad), luego debe
ser x = 011y, con algiin y € ¥*, y entonces la igualdad queda escrita como 0115011 = 011011y, lo que se cumple sii z = 3011,
esto es que 011y = y011 (esto significa que y también debe ser solucién de la ecuacién), lo que proporciona, recursivamente, una
solucién z: o es la solucién nula z = X o es z = 011y, donde y es una solucién. De todo esto resulta que z = (011)™ es una solucién
(n € Ng) para cada n y que toda solucién es de esa forma (algunas soluciones son: A,011,011011,011011011,...).
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